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La carta presentada por el docente Dr. EDGAR LOPEZ SALVATIERRA, donde remite la separata CURVAS
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CONSIDERANDO:
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30220, establece las funciones de la Direccion de Escuela Profesional entre las que se detalla la gestion del
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N°277-2021-CF/FCE.
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docente Dr. Edgar Lopez SalvatierraO02E

2. Solicitar que Oficina de Publicaciones y Marketing en coordinacion con la Oficina de
Tecnologia de la Informacion y Comunicaciones de la Facultad, realice la diagramacion y la
respectiva publicacion en los diferentes medios tecnoldgicos, para conocimiento del
alumnado.
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PRESENTACION

La presente publicacion, denominada “Curvas de nivel en la Economia”, version 01, muestra la
base tedrica y geométrica, de las curvas de nivel, asi como ejemplos ilustrativos de aplicacion a
la economia, en particular su incidencia a problemas de optimizacion con restricciones, 10s
mismos que han sido parte de las clases impartidas en el curso de Matematica |1, que se
dict6 en la Facultad de Ciencias Econdémicas de la Universidad Nacional del Callao,

correspondiente al semestre 2021-B.

Debo aclarar, que lo escrito en la presente publicacion, es el resumen sobre el tema, de
un compendio de diversos libros textos sobre calculo, que se usan a nivel universitario y
cuyos nombres de los autores, figuran en la parte final de esta separata, en la que

corresponde a las referencias bibliograficas.

Quiero expresar mi agradecimiento, a los estudiantes de la Facultad de Ciencias
Econdmicas, en particular al sefior Antonio Brando Ayala Chuquimango, que nos apoyé
en cuanto a las gréaficas, teoria y ejercicios sobre las curvas de nivel, asimismo al M.Sc
Charles Lopez Vereau, gue tuvo participacion en la base teorica, para la elaboracion de
la presente publicacion. Esperemos, que la presente separata, sirva a los estudiantes de

economia, en cuanto a su formacion académica y por ende profesional.

Edgar Lopez Salvatierra

Callao, 11 de diciembre de 2021
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CAPITULO I.- NOCIONES BASICAS DE LAS CURVAS DE NIVEL.

1.1 Introduccién. —

Para tener una idea intuitiva, de lo que es una curva de nivel, nos auxiliaremos de las

imagenes, que representan parte de la ciudad universitaria de la Universidad Nacional
del Callao.
Figural

En esta imagen (Figura 1), se observa los edificios que son parte de la Biblioteca
Central, la Facultad de Ciencias Naturales y Matematicas, al fondo la Facultad de
Ingenieria Ambiental y parte de la plaza principal.

Figura 2

En cuanto, a la siguiente imagen (Figura 2), se representa la misma imagen anterior

(Figura 1), pero viendo desde una vista aérea, (De arriba hacia abajo). En la primera



imagen, los gedmetras dirian que las edificaciones estan representadas en una
perspectiva tridimensional o en 3-D, a diferencia de la segunda, que solo se observa
la parte de los techos de las edificaciones, por tanto, éstas, estdn expresado en un
sistema bidimensional (Plano).

Adicionalmente a este ejemplo introductorio, podemos poner otro, que usan los
topografos. En la Figura 3, se observa una montafia (Color, gris oscuro), si ésta, se
observaria de una perspectiva area, se veria como una familia de curvas, que se puede
apreciar en la parte inferior de la Figura 3.

Figura 3
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Agregando a estos ejemplos, podriamos poner otro, en el cual, se observa una
montafia (Figura 4) que esta interceptada imaginariamente por cuatro planos
paralelos, en cada uno de dichos planos, se va a reflejar un conjunto de curvas, que,
proyectado hacia abajo, en un plano Unico, se observa la forma de una familia de
curvas (los matematicos lo llaman curvas de nivel).

Figura 4

Con esta serie de ejemplos, lo que tratamos de indicar, es que un objeto trazado en tres
dimensiones o 3D, es posible “Transformarlo” equivalentemente en una figura, graficada

en dos dimensiones. Figura 5



Figura 5

Sistema de coordenadas tridimensional — Sistema de coordenadas bidimensional

Teniendo como referencia, todo lo mencionado anteriormente, podemos tratar de
formalizar, lo que es una curva de nivel, mediante un lenguaje formal; para esto, tomemos

como referencia la Figura 6
Figura 6
A VA

Z = f(xy)

/

X

Observamos, la grafica de una superficie z = f(x.y) que representa un paraboloide,
graficado en un sistema de coordenadas tridimensional, ésta al ser interceptada por tres
planos, en este caso etiquetado por z, = ky; z; = ky; 2, = k, , vemos que en dichos

planos se refleja un conjunto de curvas, estas curvas al proyectarlo al plano xy, y vista de
7



arriba hacia abajo, se ve como la grafica de una familia de circunferencia, (Figura 7) cuya
representacion esta etiquetado por z,, z; ,, z,. Este Gltimo bosquejo, es lo que se conoce

como un mapa de curvas de nivel.

Figura 7

v

1.2Definicion de curvas de nivel. —

A estas alturas, ya estamos en condiciones de definir lo que es una curva de nivel. En
general, como no es facil, trazar graficas de funciones de dos variables z = f(x, y), por
lo que, en ocasiones nos ayudamos de otras representaciones equivalentes, que nos
permiten ver cOmo es la relacion entre las variables X, y, z. A estas representaciones se
les denomina curvas de nivel, que es otro método, para representar una funcion de dos

variables.

Como hemos visto, si la superficie z = f(x, y), es intersectada por un conjunto de planos
zo =ky; zy = k;; z, = k, (Figura 6) y la curva de interseccion, se proyecta en el
plano xy, su ecuacion tiene la forma de f(x,y)= k, donde k representa un valor
numérico y puede tomar los valores de kg, k, y k,, a estas curvas, que tiene la forma de
circunferencias se llaman curvas de nivel, (Figura 7), cuyos puntos (x,y) pertenece al

dominio de z = f(x,y),

Resumiendo, para encontrar las curvas de nivel, debemos imaginar cortes con un plano a

una superficie a distintos niveles de z; al cortar la superficie, las curvas resultantes son las



curvas de nivel para distintos valores de k. Las curvas de nivel nos ayudan a representar
relaciones con una entrada tridimensional y una salida bidimensional, como podemos
apreciar, en el siguiente diagrama de lenguaje maquina o caja negra como también se le

conoce (Figura 8).

Figura 8

Entrada Salida

—»(z=f(x,J’) 7=k (f(x'y)=ko_'

A continuacién, mostramos otros ejemplos graficos complementarios, sobre curvas de

nivel, que se presentan en los estudios de matematica.

Figura 9

En la Figura 9, se observa una superficie de un paraboloide color naranja, interceptada (o
cortada) por un plano de color naranja claro, a una altura de z = 64; en dicho plano, al
cortar, se refleja una curva, que, al proyectarlo hacia abajo, en el plano xy, se observa una

curva que geométricamente es una elipse; que representa a una curva de nivel.



Figura 10

e Griafica de Fx, v)

/

f
Curva de nivel: [({x,¥) = cte

Algo parecido al ejemplo anterior, se nota en la figura 10, donde una funcion z = f(x, y)
representada por una superficie de color naranja, es cortada por un plano de color verde,
reflejdndose en ésta, una curva, que al proyectarlo al plano xy, muestra la curva de nivel,

representado por una parabola.

1.3.- llustraciones, de la relacion de una superficie y las curvas de nivel.

En esta parte de la separata, ilustraremos mediante ejercicios numéricos, la relacion que
guarda una superficie y la curva de nivel obtenida de ella; es decir cémo se relaciona una
superficie z = f(x,y) , cuando es interceptada por un plano z = k, de forma, que k = f(x,y) es
la representacion de las curvas de nivel. A continuacion, mostramos algunos ejemplos de corte

matematico.

1.- Ejemplo: Dibujar la curva de nivel para la superficie z =25—x2—-vy% |, Si k =
21, 16, 9, 0

Solucion: Primero, graficamos? la superficie, el cual sera interceptada por el plano z =

k. Donde k toma los valores, segun el enunciado: 21, 16, 9, 0, como se ve en la Figura 11.

1 Hemos usado el aplicativo GeoGebra. Ver en anexo, ésta y algunas otras figuras, de la presente
publicacion, las entradas para obtener la gréfica e identifique por el nimero de la Figura.
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Figura 11

El resultado de estas intersecciones, se refleja en cada plano, curvas que son representados

por circunferencias de color negro (Parece una elipse en el dibujo, pero en realidad son

circunferencias). Formalmente estas circunferencias se pueden representar en el plano xy,

para lo cual asignamos valores para, k=21, 16, 9, 0 en la funcion de la superficie:
z=25—x%—y?

Como z = k, entonces: x2+y2=25—k

Reemplazando los sucesivos valores de k , en esta tltima relacion.

Cuando z =21 ; setiene x?+y?=22
Cuando z=16 ; setiene x?+y? =32
Cuando z=9 ; setiene  x?+y? =42

Cuando z=0 ; setiene  x?+y? =52

Graficando cada uno de estas ecuaciones, en el plano xy, que geométricamente representa
una familia de circunferencia, cuyos radios r son: 2, 3, 4 y 5 respectivamente, como se

observa en la Figura 12

11



Figura 12

2. Ejemplo: Sea la superficie cuadratica z = 1 — y?, trazar su grafica y un mapa de

nivel, mostrando las curvas de nivel para k:0,—2,—-3

Solucién: usando la traza vertical, x = 0 graficamos parte de la superficie, en este caso
estd representado por la pardbola: z =1 —y? y luego, arrastramos la parabola en
direccion del eje x, obteniendo la gréfica de la superficie, (Figura 13), que sera cortada
por los planos z =0;z = —2;z = —3, cuyo resultado son rectas, que proyectadas al
plano xy, resultan la familia de rectas (mapa de curvas de nivel o de contorno) que se

observa gréaficamente en la Figura 14.

Figura 13

12



Graficando las rectas de nivel; para eso, en la superficie cuadratica z = 1 — y?,
reemplazamos z = k, obteniéndose:

k=1-y?
Luego:
Si k=0 , y= +1
Si k=-2 , y=i\/§
Si k=-3 , y= %2

Cuya grafica, se observa en la Figura 14

Figura 14
Y
3
z2=-—3
} z=—2
9 R —




3. Ejemplo: Sea la superficie cuadratica z = x2+y?, trazar su grafica y un mapa de

contorno, mostrando las curvas de nivel para k: 2,4

Solucién: usando el aplicativo GeoGebra, graficamos la superficie, que en este caso es
un paraboloide circular de color lila, (Figura 15) que sera cortada por los planos z =
2;z =4 , cuyo resultado son circunferencias de color negro, que proyectadas al plano
xy, resultan la familia de circunferencias (mapa de contorno) que se observa graficamente
en la Figura 16

Figura 15

Figura 16
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1.4 Representacion grafica, solo de curvas de nivel. -

En el subcapitulo 1.3, hemos visto cdmo se relaciona una superficie con su curva de nivel;
ahora, solo nos concentraremos, en determinar solo las curvas de nivel, asi como su
gréfica. A continuacién, mostraremos algunos ejemplos ilustrativos sobre curvas de nivel,

usando el aplicativo GeoGebra.

1.- Ejemplo. - Hallar las curvas de nivel para la funcion:

fG,y)=x+y ; Parak=1,2,3
Solucioén: Activando el programa GeoGebra, obtenemos la siguiente familia de rectas,
que representan las rectas de nivel, para la funcion dada y para losvaloresde k =1 ; k =
2 ; k=3 .Figura 17.

Figura 17

2.- Ejemplo. - Determinar las curvas de nivel, para la ecuacion: z = 4x? + y? ; Si
k:0,4,9,16

Solucién:_Igualmente, como el ejemplo anterior, usaremos el programa GeoGebra, para
hallar las curvas de nivel, previamente, haciendo z = k. En la Figura 18 se observa, la

familia de elipses, que representan las curvas de nivel de la superficie propuesta.

15



Figura 18

3.- Ejemplo. - Encontrar las curvas de nivel, para la ecuacion: z = —x2 + 7x + xy +
4y —y? : Sik:10,15,20,25,30

Solucidn: De igual manera, como los ejemplos anteriores, hemos usado el programa
GeoGebra, para hallar las curvas de nivel, previamente, haciendo z = k. En la Figura 19

se observa, la familia de elipses, que representa las curvas de nivel de la ecuacion
propuesta.

Figura 19

Yy
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CAPITULO Il .- APLICACION DE LA CURVA DE NIVEL A LA
ECONOMIA.-

2.1.- Curvas de nivel a la economia

Las curvas de nivel se usan en muchos topicos de la teoria econdmica, por ejemplo,
cuando se estudian las llamadas curvas de indiferencia conocido también como curvas de
nivel de utilidad constante, también cuando se estudian las isocuantas o curvas de nivel
de produccion constante, de igual forma en los isocostos o curvas de nivel de costo
constante, asi mismo las curvas de transformacién, mas conocidas como frontera de
posibilidades de produccidn. Lo descrito, lo representamos mediante un diagrama. Figura
20.

Figura 20

]

APLICACIONES DE LAS CURVAS DE NIVEL
A LA ECONOMIA

1 l l |
Curvade ) Curvas de | [ Curvas de

Curva de

isocostos \ indeferencia isocuantas {transformacior
4
\
—

Combinaciones Combinacidn do O de igual cantidad, | Cantidad de bb y ss,
posibles de capital | dos bienes, con los teniendo en cuenta, | que son producidos
y trabajo , cuales se obtiene &l las diferentes usando dos
adquiridos con un mismo nivel de combinaciones de factores de
determinado costo. utilidad factores produccion.

| ———7
' ( Ruta de expansion i

" n 0

Los economistas, por lo general, cuando estudian los tépicos mencionados, como es
natural, se centran, mas en el analisis econémico, dejando de lado, en cierta parte, el
sustento matematico, que esta detras, de esta teoria. Es asi, que, en la presente separata,
daremos énfasis en la parte matematica que en lo econdémico, cuando tengamos que

referirnos a la curva de nivel.
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1.- Ejemplo aplicado a la economia:

Sea la funcion de la produccion Cobb-Douglas?:

P =2LY2 K1/2
Trazar un mapa de contorno para: C = 6,4, 2
Solucion. —
Graficando la funcion de produccién Cobb-Douglas, usando el aplicativo GeoGebra, es
la superficie que aparece de color azul, en la Figura 21, ésta superficie, al ser interceptada
por los planos P =2 , P =4, P = 6, forman en dichos planos unas curvas, que al ser

proyectado al plano xy, son las llamadas curvas de nivel, las cuales, al graficarlo en el

sistema de coordenadas bidimensionales, son las que se observan en la Figura 22.

Figura 21

P=2rk?

Otra manera de encontrar las curvas de nivel, que aparecen en la Figura 21, es operando

de igual manera, como hemos elaborado en los ejemplos anteriores. Entonces, partiendo

de la funcién P = 2L1/2.K'/2 y haciendo:

P=C- C=2LY2 K2
Obtenemaos para:

C=6 - 6=2LY2KY2;entoncesL.LK=9 - L== ; K#0

xIs X|o

C=4 > 4=2LY2 KY2  entoncesL.LK=4 - L==:K=+0

2 Charles Cobb y Paul Douglas, consideraron que la produccién (P) estd en relacion con la cantidad de
mano de obra empleada (L) y la cantidad de capital invertido (K).
18



1
C=2 - 2=2LY2KY?;entoncesL.LK=1 - L =z K#0
Para graficar las hipérbolas (Curvas de nivel en este caso), nos auxiliamos

de los siguientes cuadros tabulados.

C=6 C=4 C=2
L K L K L K
9 1 4 1 2 1/2
3 3 2 2 1 1
1 9 1 4 1/2 2
Figura 22

Graficado los puntos de cada cuadro tabulado y uniéndolos mediante una curva, se tiene

la familia de hipérbolas, que representan las curvas de nivel. (Figura 22)

2.2 Aplicacion de las curvas de nivel a la optimizacion. —

En las asignaturas de investigacion de operaciones o de investigacion operativa, se
estudian, los temas de optimizacion, que se caracterizan, por encontrar la mejor solucion
de un conjunto de posibles soluciones de un programa dado. Esta técnica de la
optimizacion, puede ser usada para resolver una gran variedad de problemas relacionados
con la economia, particularmente en los negocios, donde, como es sabido, los recursos
son limitados y las empresas deben de encontrar la mejor asignacion de esos recursos a
fin de aumentar al maximo sus beneficios o disminuir al minimo sus costos. Las curvas
de nivel, se usan también, en los topicos de optimizacion de funciones bivariadas; Gracias

a ellas, podemos encontrar los méaximos y/o los minimos de funciones de dos variables.

19



Valga la ocasion, para presentar un conjunto de ejemplos ilustrativos, referidos al uso de

las curvas de nivel a problemas de optimizacion.

Ejemplo 1.-

Sea el problema.

Optimizar:  f(x,y) = 25—x%—y?  Funcién objetivo
Sujeto a: 2x +y =4 Restriccién
Solucidn:
Primero, resolveremos el problema mediante el uso del método de Lagrange,

para eso formamos la funcion compuesta de Lagrange.

L(x,y,0) =25—x2—y2 -1 2x+y—4)

Derivamos Parcialmente con respecto a x, y, 1

L,=—-2x—-2A=0
L,=-2y—A=0
Ly=—-2x—y+4=0

Simplificando y ordenando

x+1=0
2y+1=0 A=—x
2x+y=4

Reemplazando en la 2da ecuacion, A = —x y relacionandola con la tercera se
—-x+2y=0
2x+y =4
8

_ _4-
x=3 » Y=5

tiene:

Resolviendo el sistema:

Reemplazando en la funcion objetivo, los valores encontrados.

Fe8) = 25- () -0 - s

Para verificar, si es un maximo o un minimo, aplicamos la condicion suficiente, mediante

la matriz hessiana. (formada por derivadas de segundo orden)

0 2 1
HB=|2 -2 0
1 0 -2

20



Cuyo determinante, es:

0 2 1
|[HB| =2 -2 0
1 0 =2

Resolviendo el determinante, usando menores complementarios.
_Aal=2 0| _ .12 0 2 =2
|HB|—0|0 _2| 2|1 _2|+1|1 0|
|HB| = 10 El resultado es positivo, por tanto, es un maximo.

Finalmente, reemplazamos los valores obtenidos en la funcion de Lagrange.

(s Y5r=%) 25~ @) - (O - D) +2-

s 64 16+128+32 32
- 25 25 ' 25 ' 25 25

= 545/25 = 21.8
Representa, el maximo valor, que alcanza la funcién objetivo, como se puede apreciar en
la Figura 23, donde la funcion objetivo esta representado por el paraboloide, la restriccion
por el plano, que corta al paraboloide, reflejandose en ella una parabola, alcanzando su

maximo valor en el punto A = (8/5 , 4/5 ) 545/25)

El _mismo_problema que hemos resuelto mediante el método de Lagrange, lo

resolveremos usando conceptos de curvas de nivel; Haciendo f(x,y) = k en la funcion

objetivo.
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k = 25 —x?% —y?

Dando diferentes valores arbitrarios a k, como:

Parak = 0 ;se obtiene: x? + y? = 52

Para k = 9; se obtiene: x? + y? = 42

Para k = 16 ;se obtiene: x? + y? = 32
Para k = 21 ;se obtiene: x? + y? = 22

Para k = 24 ;se obtiene: x* + y*> =1

Con ayuda del aplicativo GeoGebra, procedemos a graficar éstas y otras circunferencias,

como podemaos apreciar en la Figura 24, asimismo, en el mismo sistema de coordenadas,

graficamos la restriccion 2x + y = 4, que esta representado por la recta de color azul

y que es tangente a una de las familias de circunferencia y que esta simbolizado dicho

punto de tangencia, con la letra A, que representa el punto 6ptimo del problema propuesto.

Figura 24

=

ot

] )
S

Para encontrar el punto A, procedemos de la siguiente manera:

Derivamos la funcién objetivo:

Despejando y’ y'=-=

De igual manera, derivamos la restriccion
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2+y'=0
Despejado y'=-2
Igualando ambas derivadas, y adicionado la restriccion, para formar el siguiente sistema
i =2
2x+y=4

Resolviendo el sistema, se obtiene los siguientes valores, que son los mismos, que se
encontrd con Lagrange, que representan la solucion dptima.

Ejemplo 2.-
Sea el problema:

Méx.z = xy  funcién objetivo
ssa: x+y=6 restriccion
Solucion. -
Para resolver el problema, mediante curvas de nivel, hacemos: z = k , lo reemplazamos
en la funcion objetivo:
xy=k

Luego damos valores arbitrariamente a k.

Para k=1 , setiene xy =

Para k=2 , setiene xy =

Para k=3 , setiene xy =

Para k=4 , setiene xy =4

Para k=9 , setiene xy =

Para k=16 , setiene xy =16

Graficando estas curvas, asimismo la restriccion, en el mismo cuadrante del sistema
cartesiano, como vemos en la Figura 25. Se puede apreciar, que existe un punto, (de color
verde) donde la recta es tangente con una de las curvas (ambas de naranja). Esto nos

indica, que la solucién del problema, se encuentra alli.
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Figura 25

Para determinar dicho punto, derivamos la funcion objetivo, como también la restriccion,

luego despejando y' .

xy'+y =0 y=-y/x
1+y'=0 y=-1

Igualando, ambas relaciones.

Y e=1

Operando y adicionando la restriccion, se forma el sistema de ecuaciones.

Cuyo resultado,es x = 3 , y = 3 Por tanto la solucion del problemaes: z = 9

Ejemplo 3.-
Sea el problema. -

Max z = f(x,y) = 10xy — 5x? — 7y? + 40x  Funcién objetivo
S.a x+y=13 Restriccion
Solucion:
Al igual que los ejemplos anteriores, usaremos las curvas de nivel para encontrar la

solucion, para eso hacemos:
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z=k
Lo reemplazamos en la funcion objetivo
10xy — 5x2 — 7y? + 40x = k

A continuacidn, asignamos algunos valores para k

Cuando k =0 ; 10xy — 5x* — 7y* 4+ 40x = 0
Cuando k = 20 ; 10xy — 5x* — 7y? + 40x = 20
Cuando k = 30 ; 10xy — 5x* — 7y? + 40x = 30
Cuando k = 80 ; 10xy — 5x* — 7y? + 40x = 80
Con ayuda del aplicativo GeoGebra, procedemos a graficar las curvas, que, en este caso,

son elipses con eje de simetria, en forma oblicua. Figura 26

Figura 26

ect

102y — 52 — Ty + 40z = k

En la Figura 26, se observa el punto A, que representa la solucion 6ptima del problema,
en dicho punto la recta es tangente a una de las elipses. Para mayor precision se amplia la

imagen en el punto A. Figura 27
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Figura 27
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Para determinar los valores del punto A, derivamos la funcién objetivo

10y + 10xy' — 10x — 14yy' +40 =0

Luego despejamos y’

; _ 10x—10y—40
10x—-14y

Lo mismo, hacemos con la restriccion
1+y'=0 ; y'=-1
Igualando las derivadas

10x—-10y—-40
10x-14y

-1

Operando, mediante términos semejante.
10x — 10y — 40 = —10x + 14y
Reduciendo y adicionando la restriccion, se forma el sistema.
20x — 24y =40
x+y=13 }
Resolviendo el sistema, se tiene la solucion.

x=8; y=5

Para determinar el valor de z, reemplazamos estos valores en la funcion objetivo.
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Max z = f(8,5) = 10(8)(5) — 5(8)% — 7(5)% + 40(8) = 225
Que representa el maximo valor, que tiene z.
Ejemplo 4.-
Resolver el problema de costo (C) en funcion de cantidad (q)
Min C =2q? +q, q, +q%+500  Funcion objetivo
sa& qg;+q, =200 Restriccion

Solucién
Procedemos como en los ejemplos anteriores, es decir, graficamos la funcion objetivo,

para tal, hacemos: c=k
k=2q{ +q1q; +q5 +500

Dando distintos valores a k , graficamos las curvas de nivel con ayuda del programa
GeoGebra, obteniéndose el siguiente gréafico, Figura 28, donde se puede apreciar, el

mapa de curvas de nivel, representados por unas elipses y la recta de restriccion.

Figura 28

K =2¢] + qigs + @ + 501

9*42°290

ll 1

Si ampliamos la Figura 28, de forma, que se puede visualizar méas claramente, el punto
A, que representa la tangente, de la recta de restriccion con una de las elipses, Figura 29,

que representaria el punto éptimo.
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Figura 29

\] act
%, K = 24} + @192 + g3 + 500
Lh ]
q: + q2 = 200

Para determinar dicho punto éptimo, derivamos la funcion objetivo, asi como la recta de

restriccion, luego despejamos q', en ambas relaciones e igualamos.

41+ 192"+ q2 +2q292" = 0, Derivando: g, = f (q1)
q2'(q1+2q2) = —4q1 — q2
92’ = =401+ q2)/(q1 + 292) (1)
1+q2=0 gz=-1 ()

Igualando (1) y (2), :ﬁ% =1 setiene 4q,+qy, = q +2q;

Ordenando, mediante términos semejante y adicionando la ecuacion de la restriccion, se
forma el sistema de ecuaciones

3g1—q2 =0
q1 + q, = 200
Resolviendo, obtenemos los valores de g, y g,

Para obtener el dptimo, en este caso el valor minimo costo, reemplazamos los valores
obtenidos, en la funcidn objetivo.

C = 2(50)? + (50)(150) + (150)% + 500 = 35,500

Siendo ¢ = 35,500 el valor minimo.
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A continuacién, mostramos un caso de la teoria del consumidor, como es la curva de
indiferencia, que muestran las combinaciones de productos que proporciona al
consumidor, el mismo grado de satisfaccion y que tiene que tener en cuenta la

disponibilidad presupuestal (ingreso) con lo que tenga el consumidor.

Mostramos un ejemplo ilustrativo de optimizacién de una funcion de utilidad sujeta a la

recta de presupuesto o ingreso del consumidor.

Ejemplo 5. Maxu = xy  Objetivo: Funcion utilidad®

4x + 6y = 60 Restriccion presupuestaria
Solucion.-

Con ayuda de programa GeoGebra, graficamos las curvas de indiferencia y la recta de
presupuesto Figura 30, se observa el punto A, que representa el punto 6ptimo, donde la

recta de presupuesto es tangente a una de las curvas de indiferencia.

Figura 30
A Y

OC‘

8l 4+ 6y = 60

3 Ejemplo de optimizacién de la funcidn utilidad (Curvas de indiferencia) sujeta a restriccién
presupuestaria del consumidor.
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Para determinar la pareja ordenada del punto A, derivamos la funcion objetivo y la recta de

restriccion presupuestal.

xy'+y=0 - y'=-=

44+6y'=0 - y’=—§

Igualando ambas derivadas
2

y —
< - 2x—-3y=0

Formando el sistema, con la restriccion

2x—3y =0

4x + 5y = 60 }
Resolviendo, se obtiene

x=75, y=5, donde el maximo u = 37.5

Ejemplo 6.-
Max u = xyz Objetivo: Funcion utilidad*

Sa. 6x+9y+6z=>54 Restriccion: Plano presupuestario

Solucion. -
Haciendo: u=k
k = xyz
Dandovaloresak: Parak =18 , 18=xyz - z= %
Parak=72 , 72=xyz - z=§
Parak =110 , 18=xyz — z=1x—1y°

Las graficas de estas funciones, que se representan por medio de hiperboloides, se pueden
apreciar en la Figura 31, que han sido trazadas, usando el aplicativo GeoGebra.
Asimismo, en el mismo sistema de coordenadas tridimensionales, se ha graficado el plano
presupuestario, como se puede notar, es tangente en el punto A, a unos de los
hiperboloides. Dicho punto, representa el punto éptimo, que lo calcularemos, usando
gradiente.
De: k=xyz - F(x,y,2z) =xyz—k

Calculando el gradiente: VF(x,y,z) = (yz,xz,xy)

VF (x0,¥0,Z0) = (YoZo, X0Z0, X0Y0)
Como el vector gradiente a una superficie de nivel, en relacion al plano, en el punto
optimo py (xo, Yo, Zo) esta dado por.

VF(P—-Py) =0 (1)

4 Ejemplo de optimizacién de la funcidn utilidad (Superficie de indiferencia) sujeta al plano
presupuestaria del consumidor.
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Reemplazando, la informacion en (1):

(YoZo, X020, X0Yo) [(x, ¥, 2) — (x0,¥0,20)] = 0

(VoZo, X0Z0, XoYo) [(X — X0,y — Y0, 2 — 29)] = 0
Operando el producto escalar

YoZo(x — x¢) + X020 (y — yo) + x0¥0(z — 29) =0
Efectuando los paréntesis y trasponiendo términos

YoZoX + XoZoY + XoYoZ = YoZoXo + X0ZoYo t XoYoZo
Igualando esta expresion con la restriccion.
6x + 9y + 6z = 54

Igualando los coeficientes respectivos de las variables, se tiene.

YoZo = 6
XoZg = 9
XoYo = 6
YoZoXo + X0ZoYo + XoYoZo = 54

Resolviendo el sistema, se obtiene los valores 6ptimos: xo =3, y =2, z5 =3

Por tanto, la méxima utilidad, serd: u = (3)(2)(3) = 18

Figura 31

G+ 0y + 06z =
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2.3.- Informacion adicional sobre curvas de nivel.-

a.- Conicas. -

En geometria analitica se estudia las conicas, como la circunferencia, la elipse, la parabola
y la hipérbola; Las graficas de éstas conicas se obtienen al interceptar un cono por un
plano z = k , como se puede apreciar en la Figura 32, el plano z = k , no necesariamente
es exclusivamente, paralelo al plano xy, como habiamos visto hasta ahora, sino que puede
ser inclinada o paralela al plano yz, estas posiciones del plano de color naranja, en un
cono de color azul, hace que en dichos planos se refleje las conicas , como se puede

observar en la Figura 32

Figura 32

R g / >
.
[\\
Circulo Elipse Pardbola Hipérbola

b.- Aplicaciones en la medicina. -

las curvas de nivel se aplican en varias ramas del conocimiento y la medicina, no es
ajena, haciendo una extension de los conceptos de las curvas de nivel, en cuanto a su
proyeccion a los planos del sistema de coordenadas bidimensional, como podemos
apreciar en la siguiente Figura 33. Que muestra, las proyecciones de las curvas de nivel.
De un 6rgano humano (Corazon), proyectado, ya no solo al plano xy, (Plano horizontal)

sino también a los planos xz e yz (Planos laterales o verticales).
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Figura 33

c.- Topografia. -

Los profesionales que usan mas frecuentemente las curvas de nivel, son los gedgrafos y
los ingenieros geogréficos, cuya denominacion a las curvas de nivel, le llaman mapa
topografico. También los arquitectos, aplican las curvas de nivel es sus estudios, pero en

menor proporcion.

A continuacion, mostramos algunos ejemplos de mapa topogréaficos. Figura 34, Figura
35.

Figura 34

Figura 35

~ =) Escaia 1:2500

13 o 20 -

S A
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En el presente anexo, presentamos las entradas en programa GeoGebra, para obtener

algunas de las figuras que se muestran en la presente publicacion.
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Figura 13
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Figura 16
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Figura 19
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Figura 22
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Figura 24
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Figura 28
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Figura 30
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